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REsuMoO

Neste trabalho vamos nos concentrar sobre o efeito da anarmonicidade em uma rede
classica nao-peridédica. Estudamos numericamente a competicao entre as constantes de
mola harmonicas aperiddicas com potenciais quadraticos nao-lineares. Para produzir a
distribuicao da constante de mola aperiddica, utilizou-se uma funcéo senoidal cuja fase
varia como uma lei de poténcia, ¢ x n”, onde n é a posi¢ao ao longo da cadeia. Na
auséncia de acoplamento anarménico foi demostrado numericamente a existéncia de es-
tados estendidos e propagacao de energia livre para o grau suficiente de aperiodicidade.
Os calculos foram feitos usando o formalismo da matriz de transferéncia, diagonaliza-
cao exata e solucao numérica das equacoes de Hamilton. Nossos resultados indicam a
presenca de solugoes estaveis de sélitons para o grau suficiente de aperiodicidade v < 1.
No limite pseudo-aleatério v > 1, nossos calculos indicam a presenca de comportamento
solitonico instavel. O fluxo de energia em ambos regimes foi considerado.

Palavras-chave: Cadeias Harménicas. Anarmoénico. Modos Vibracionais. Aperio-

dico. Solitons.



ABSTRACT

In this work we focus on the effect of anharmonicity on non-periodic classical lattices.
We study numerically the competition between aperiodic harmonic spring constats with
nonlinear quartic potentials. To produce an aperiodic distribution spring constats, it
was used sinusoidal functions whose phase vary as a power-law, ¢ oc n”, where n labels
the positions along the chain. In the absence of unharmonic coupling we numerically
demonstrated the existence of extended states and free energy propagation for sufficient
degree of apperiodicty. Calculations were done by using transfer matrix formalism, ex-
act diagonalization and numerical solution of Hamilton equations. By using numerical
solutions of Hamtilton’s equations, we consider the effect of nonlinear terms in the Hamil-
tonian. Our results indicate thet presence of stable soliton solutions for sufficient degree
of apperiodicity v < 1. In the pseudorandom limit v > 1, our calculations indicated the

presence of unstable solitonic behavior. The energy flux in both regime was considered.

Keywords: Cadeias Harmoénicas, Anarmoénico, Aperiédico, Modos Vibracionais,

Solitons.
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Capitulo 1

Vibracoes em Cadeia Harmonica

1.1 Introducao

O estudo da interacao entre a desordem e a nao-linearidade é de grande importan-
cia no campo da fisica da matéria condensada. Por exemplo, a localizagao dos modos
vibracionais em sistemas de baixa dimensionalidade com desordem nao correlacionada é
um resultado bem estabelecido com diversas consequéncias sobre o transporte de calor.
Por outro lado, a presenca de potenciais nao harmoénicos representa uma mudanca com-
pleta nas propriedades mecénicas, opticas e eletronicas. Dentro do contexto de modos
vibracionais em sistemas nao lineares, um dos efeitos mais importantes é a existéncia de
solitons [1-3|. Um dos principais estudos sobre transporte de energia em cadeias nao
lineares foi o trabalho de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [4]. FPU consideraram uma cadeia
de osciladores nao lineares e estudaram a redistribuicao de energia entre os modos. Com
esse trabalho chegou-se & descoberta dos fenémenos de recorréncia de excitacao explicada
mais tarde como manifestacao de solitons. O transporte de energia em sistemas nao li-
neares tem recebido até hoje uma forte atencao pela comunidade cientifica [5-11]. Neste

trabalho de dissertacao estamos interessados em estudar a competicao entre a auséncia

10



1.2. Aproximagao Harmonica 11

de periodicidade e a presenca de potencias nao harménicos.

1.2 Aproximacao Harmonica

Em um soélido, as interagoes entre os atomos se dao por meio das ligacoes quimicas
existentes entre os mesmos [12; 13]. Vamos considerar que cada atomo apresente uma
dada posicao de equilibrio |7] = 7rp; esta posigao corresponde ao minimo da energia
potencial atémica U(7). A aproximagao harmonica para a vibragao do atomo no entorno
de sua posicao de equilibrio é obtida com a hipotese de ser pequena a amplitude da
oscilagao, ou seja, pequenos valores |u| = |r—rg| << 9. Portanto a sua energia potencial

pode ser obtida expandindo-se em uma série de Taylor:

dU 1 [d2U 1 /d3U
U(u) =U(0 — Z == 242 (== 34 .. 1.1
(U) ()+<du>u=0u+2<du2>u20u +6<du3>u=0u - ( )

O primeiro termo da equagao (1.1), de ordem zero, ¢ uma constante, e ndo desempe-
nha qualquer papel na dindmica atémica. A primeira derivada deve ser nula, uma vez
que na posicao de equilibrio, U(u) assume um valor minimo, ou seja: [(?Tg)u:o = 0]. Os
termos de ordem mais alta sao despreziveis para pequenos deslocamentos. Desta forma,

a energia de interagao é dada pela seguinte forma:

U(u) 2 U(0) + %CUQ (1.2)

Onde C = (%) . O termo %C’u2 na equacao (1.2) representa a energia potencial
u="

harmonica que esta associada & resultante das forcas que atuam no atomo e é definida

pelo gradiente de energia potencial

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 12

RN —, 0

Observa-se que essa forga é do tipo Lei de Hooke. Esta aproximacao de primeira
ordem desenvolvida anteriormente é conhecida como aproximagao harmoénica. A equa-
¢ao (1.2) corresponde & expressao da energia potencial de um oscilador harménico em
uma dimensao. No caso para pequenos deslocamentos em torno da posicao de equilibrio,
os atomos se comportam como duas massas ligadas por uma mola, portanto numa pri-
meira aproximacao uma rede cristalina pode ser modelada por uma cadeia de osciladores
harmoénicos. Para uma expressao mais geral, uma rede cristalina tridimensional, em um

sistema de coordenada xyz a energia potencial toma a seguinte forma:

_, 1 1 1
U(a) ~U(0) + icmui + §C’yyu§ + 50'22“2’ (1.4)

onde U(u) é determinada pela energia total de um sistema formado por trés osciladores
harmonicos independentes, com constantes elasticas, Cpy, Cyy e C-..

No caso da energia potencial ser quadratica, eq. (1.2), a forga resultante exercida
entre os atomos ¢ linear ao deslocamento, eq. (1.3). Em muitos casos, mantendo-se a
temperatura baixa, pode-se usar apenas a energia potencial harmoénica; os termos de
ordem superior, ou termo anarmonicos, em geral sdo mais importantes em temperatura

alta.

1.2.1 Modos Vibracionais de um Cadeia Monoatdémica

Um cristal monoatdémico unidimensional consiste num conjunto de dtomos idénticos,

com movimentos de oscilagao em torno da posigoes de equilibrio, espagados entre si com

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 13

Figura 1.1: Modelo de um cristal em uma estrutura de cadeia linear monoatéomico. (A)
os atomos nas posigoes de equilibrio, e (B) os atomos deslocados pela passagem de uma
onda longitudinal.

NP D D Y

Ar—2) {r—1) (r+ 1 irt+3

ey b

2 AL

u a+u,

Fonte:(Blakemore,1985)

uma distancia a, chamada de parametro da rede cristalina unidimensional, representada

na figura (1.1).

A forga que o dtomo r + p exerce sobre o r-ésimo atomo em um dado instante, com
a aproximacao harmonica, é proporcional & diferenca w,, — u,. A resultante das forgas

que todos os dtomos exercem sobre ele é determinada por:

Fo(t) =) Cplurip(t) = ur(®)]; (1.5)

p

onde p=.. —2,—1,0,4 1,4+ 2,.. € o indice que computa a contribui¢ao de cada dtomo

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 14

da cadeia linear para essa forca resultante, e C, é a constante de forca entre os dtomos
separados por uma distancia p.

De acordo com a segunda Lei de Newton, essa forca é igual & massa, m, do dtomo

em estudo, multiplicado pela sua aceleragao que é dada por a,(t) = dQZZ;(t). Dessa forma,
obtem-se a equagao de onda para meios cristalinos.
d?u,(t)
m I = 37 Cylurap(t) = un (1) (16)
P

Considerando, somente os modos de propagagao (com freqiiéncia angular w e o vetor
de onda k) em uma cadeia linear, pode se encontrar as solugoes para u,(t) através de

ondas planas a saber:

ur(t) = woexpli(rka — wt)], (1.7)

substituindo esta fungao em (1.6), obtem-se:

— mwu(t) = > Cpur(t)[e?F —1]. (1.8)

Esta relagao pode também ser escrita como:

—mwu,(t) =Y Cpup()[ePF = 1]+~ Cpup (t)[ePF* — 1; (1.9)
P+ P-
onde pp =0,+1,+2,+3,...e p_ = ...,—3,—2,— 1. Considerando a simetria de translagao,
Cp, = Cp_, e também p = p; = —p_, pode-se reescrever a equacao (1.9) na forma:

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 15

— mw?u,(t) = Z Cpuy(t)[ePke 4 e=iPha _ 9], (1.10)

p>0
substituindo a identidade e™*® 4 e~k = 2 cos pka e cancelando o termo wu,.(t) de ambos
os membros, temos a relacao de dispersao para os cristais unidimensionais. Esta relacao

relaciona w com o vetor de onda k .

2
2=-= 1— : 1.11
w - ZCP( cos pka); ( )

p>0

utilizando a identidade cos pka = 1 — 2sin? (%), a relagao toma a seguinte forma:

4 pka
2 _ .2
W= E Cpsin < 5 > (1.12)

Da equagao (1.11), onde os pontos de maximo dessa relacao de dispersao ocorrem
quando % =0, ou seja:

dw?

2
Tl Zpan sin pka = 0, (1.13)

p>0
para que a igualdade da equagao (1.14) seja satisfeita, é necessario que o vetor de onda k
assuma valores: £7/a, que sao os limites da primeira zona de Brillouin, onde sin pka =
sinpm = 0.
Considerando interagoes somente entre os primeiros vizinhos, isto €, p se restringe a

+1, a equagao (1.12) torna-se:

4C k k
w? = — sin? —a; w::twm|sin—a], (1.14)
m 2 2

onde w,, = 2,/C/m, & a frequéncia maxima permitida para as vibracoes longitudinais
)

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 16

Figura 1.2: Relacao de dispersao para as vibracdes num cristal monoatémico unidi-
mensional, considerando interagdes somente entre os primeiros vizinhos. O intervalo
—m/a < k < m/a corresponde & primeira zona de Brillouin [14].

} T T | }

I |

| |

| |
1.0 /,..-I :—..y\

o | ~
= % | ' %
= |
IR ]
= I

b | I =l
0.5 I |
| |
| I
| |
| |
I I
0 L 1 1 |
(—3m7/2a) (—wla) (—wml2a) 0 (mi2a) (m/a) (3/2a)

Vetor de Onda K

Fonte:(Blakemore,1985)

numa cadeia monoatdmica. O sinal + da equacao (1.14) indica a diregao de propagacao
da vibragao, onde a onda se propaga tanto para direita ou para esquerda. o movimeto
em qualquer ponto é periddico no tempo [14].

A relagao de dispersao da equagao (1.14) corresponde ao chamado modo acustico de
vibragao para a propagacao de ondas longitudinais em uma estrutura linear monoatémica,
considerando apenas as interagoes entre os primeiros vizinhos. Na figura (1.2) nos mostra
o grafico da frequéncia w em funcao do vetor de onda E, onde destaca-se a regiao —m/a <
k < 7/a, que corresponde & primeira zona de Brillouin do cristal.

Uma das principais caracteristicas das relagoes de dispersao em meios cristalinos
unidimensionais (1.11), é o fato de w ser uma fungao periodica do vetor de onda l;, de

periodo 27 /a, ou seja,

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 17

w <k+2;) — w(k). (1.15)

Da eq. (1.7), a razao entre dois deslocamentos sucessivos ¢ dada por:

i 1)k
uppy _ uge!THOR

Uy - quirk’a =

; (1.16)

o intervalo de —m < ka < m, cobre todos os valores fisicamente possiveis para o vetor
de onda ka [15]. Deste modo, basta conhecer a funcao w(k), sendo esta completamente

definida no intervalo

(1.17)

Este intervalo corresponde & primeira zona de Brillouin [12; 13].
Os valores de k na fronteira da primeira zona de Brillouin estao associados & ondas

estacionarias. De fato, quando k = +m/a o deslocamento torna-se:

Uy = ugeT"™ = ug(—1)". (1.18)

Da equagao acima conclui-se que os atomos da rede movem-se em fases opostas, ou seja,
a onda nao se propaga nem para a direita nem para a esquerda, independentemente de r
ser um ndamero par ou um namero impar. Logo, a equacao (1.18) representa uma onda
estacionaria e nao uma onda progressiva. Entao, no limite da primeira zona de Brillouin,
k = +7/a, esta situagdo é anadloga a reflexao de Bragg dos raios X [13; 14]. Deste
modo, quando a condi¢cao de Bragg for satisfeita, a onda sofre reflexdes sucessivas para

frente e para tras produzindo uma onda estacionaria. Assim, pela condi¢do de Bragg

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 18

2d sin @ = nA, no limite da primeira zona de Brillouin pode-se definir que 6 = 7/2, d = a,

k=2m/XAen =1, de modo que A = 2a
Limite Continuo

No limite continuo, isto é, para longos comprimentos de onda, temos que A >> a ou
pka << 1. Lembrando que k = 27/, consequentemente sin’ pka = (pka/2)?, de modo

que a relagao de dispersao da equacao (1.12) pode ser escrita como:

2
w? = k2 %Zﬁcp . (1.19)

Assim, a rela¢ao de dispersao w(k), no limite de grandes comprimentos de onda, é
diretamente proporcional ao vetor de onda k. Este resultado define a relagdo de ondas
mecanicas em meios continuos, que sao determinadas por w = vk. Considerando apenas

as interagoes entre primeiros vizinhos, p = 1, w(k) é determinado por:

w(k) = 2\/3"‘:2@ _ a\/gw. (1.20)

Ao analisar a velocidade de um pacote de onda, definida como v, = Viw(k), que se

propaga na cadeia monoatomica linear tem-se

- d k
vg = Viyw(k) = % =ay/ %cos g. (1.21)

Através do caculo da velocidade de grupo, pode-se constatar o aparecimento de ondas
estacionarias para k = £m/a, onde vy = 0. No limite continuo, verifica-se das expressoes
(1.20) e (1.21), que a frequéncia angular w ¢é diretamente proporcional ao médulo do vetor

de onda, \E|, o que ¢é equivalente a dizer que a velocidade de propagacao da vibracao é

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 19

independente da fequéncia. Por este motivo as velocidades de fase (v; = w/k) e de

grupo (vy = dw/dk) das ondas sao equivalentes. Entao, para o limite continuo podemos

vg:vf%a\/%. (1.22)

Dedugao da Constante de Forga

escrever:

A partir do calculo da fungao de dispersao w(E) pode-se determinar a constante de
forca efetiva entre os dtomos.

A constante de forca C), é determinada multiplicando ambos os membros da equa-
¢ao (1.11) por cosrka, onde r é um inteiro, e integrando sobre o intervalo de valores

independentes de k, de modo que:

w/a m/a
m dkw? cosrka = 2 Z Cp / dk(1 — cos pka) cosrka. (1.23)

—7/a p>0 —7/a

A integral da direita se anula, exceto para p = r. Logo tem-se que,

w/a C
QZ Cp/ dk(1 — cos pka) cosrka = —2m—2, (1.24)
p>0 —7/a a
resultando em:
ma w/a )
Cp= —/ dkw* cos pka. (1.25)
27 —7/a

A constante C), corresponde & transformada de Fourier da relagdo de dispersio w?(K).

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 20

Essa relagao é valida apenas para redes monoatémicas [16; 17].

1.2.2 Modos Vibracionais de uma Cadeia Diatomica

Numa descri¢ao classica, usamos as equagoes de movimento de Newton para o mo-
vimento vibratorio dos dtomos nos solidos diatémicos unidimensionais. Os aspectos de
relagdo de dispersao de fonons sao evidenciados quando da consideragao de bases com
dois ou mais atomos, tais como as estruturas de NaCl ou do diamante, ambos com dois
atomos por célula primitiva [13]. Para cada direcdo de propagacao de ondas, a rela-
cao de dispersao w versus k desenvolve dois ramos conhecidos como acustico e 6ptico.
Consequentemente, os modos de vibracionais se desdobram em longitudinal e transversal.

Consideremos uma rede unidimensional com dois &tomos com massas m1 e ms situ-
ados em planos paralelos e alternados entre si, como é mostrado na figura (1.3), onde
assume-se que a constante de forca elastica C é a mesma para todos os pares de atomos e
que o parametro da rede na direcao perpendicular aos planos considerados seja a, Nesse
caso, para cada plano que contém apenas um tipo de atomo, a onda se propaga na mesma
direcao do deslocamento dos atomos.

Os deslocamentos em relagao as posigoes de equilibrio sao w, e v, para os atomos na
posicao n, cujas massas sao mq e mo, respectivamente. Analogamente ao caso da cadeia
monoatoémica linear, é possivel desenvolver as equagoes de movimento para cada um dos

atomos, como segue:

mdQﬂ—C@ F Ut — 2up); (1.26)
1 dt2 - n n—1 n)s :
d?v,,
QW == C(Un+1 + Up — 2UTL) (127)

Cada par de atomos tem um modo normal representado por uma onda plana simi-

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 21

Figura 1.3: Cadeia cristalina diatomica linear com atomos de massas mj e mo ligadas
pela constante de forca C entre os planos adjacentes, onde o espacamento entre dois
planos indénticos é definido por a.

Ofn—l O_EH O:fn O_:’.-. Ofﬂl O_:f'ml

—

MM
O o °© O o
;

I a

Fonte:(Kittel, 2006)

lar a da equac@o (1.7), mas com diferentes amplitudes u e v para ambos os atomos,

determinada por:

U, = uexp(inka — iwt); (1.28)

vy, = vexp(inka — iwt). (1.29)

Deste modo as equagoes (1.26) e (1.27) assumem a forma:

(2C — myw*)u — Cv[l + exp(—ika)] = 0; (1.30)

(2C — maw?)v — Culexp(ika) + 1] = 0. (1.31)

Dadas as equagoes (1.30, 1.31) podemos escrevé-las na forma matricial:

Instituto de Fisica - UFAL



1.2. Aproximagao Harmonica 22

20 —muw?  —C(1 + e7a) u 0
| - . (1.32)
—C(14 €%y 20 — mow? v 0

A solucao nao trivial das equacoes diferenciais acopladas é obtida da condi¢ao de que

o determinante da matriz, cujos coeficientes sao u e v, seja nulo:

2C —muw? —C(1+ e_ik“)
| ~0. (1.33)
—C(14 €%y 2C — mow?

ou seja

mimow® — 2C(my + ma)w? + 20?(1 — cos ka) = 0. (1.34)

Esta equacio do segundo grau (em w?) admite duas solucdes dadas pela seguinte expres-

Sa0:

w? = ¢ (m1 +ma) £ (m] +m3 + 2myma cos(ka))l/Q] . (1.35)
mims

A equagao (1.35) corresponde a relagao de dispersao para a cadeia diatémica linear. Com

isso, podemos analisar alguns casos limites para esta relagao de dispersao.
Primeiro caso limite:

Considerando valores pequenos, ka << 1, pode-se escrever a expansao de Taylor,
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cos(ka) =1 — %k2a2 + .... Ao substituir esta expansao na relacao de dispersao dada pela

equagao (1.35), obtém-se:

w? =

(1.36)

2.2\ 1/2
(m1 +ma) £ (m1 + ma) <1— mmaha ) ] ;

mimso (my + m2)2

mimak?a?

(£ )2 da equacao (1.36) é bastante pequeno, desta forma pode-se usar

Onde o termo

a expansao em série de Taylor (1 —z)" ~ 1 — nz + ..., obtendo:

C 1 mimok?a®
2 = + R e . 1.
w i (m1 +ma) £ (m1 + ma) < 3 (my £ ma)? (1.37)

A existéncia do sinal (£) na equagao (1.37) permite escrever duas relagoes de dispersao,
uma para o sinal negativo e outra para o sinal positivo. Da relacao de dispersao com o

sinal negativo, obtém-se:

2.2
wr=S_Fa (1.38)
2 (m1 +m2)

Esta relacao de dispersao é chamada de Modo Acustico de Vibragao. Nesta solugao os
atomos movem-se juntos produzindo as vibragoes actusticas de longos comprimentos de
onda.

Ao analisar a rela¢ao de dispersdo com sinal positivo, partindo da equagao (1.37),

econtra-se:

2C (mq + ma) 1 mimok2a?

—_— 1.39
mimesg 4 (m1 + m2)2 ( )

2 _
wy =
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1 mimak?a

onde o termo 3 (m1+m2)§ da equagao (1.39) pode ser desprezado, pois ka << 1. Deste

modo, temos:

1 1
2 =920 | — 4+ —|. 1.4
wi C[ml—i—mg] (1.40)

Esta relacdo de dispersdao é chamada de Modo Optico de Vibragao. Nesta frequéncia
os dtomos com massas diferentes vibram uns contra os outros, caso eles tenham cargas
elétricas opostas é possivel excitar este movimento através do campo elétrico de uma

onda luminosa.
Segundo caso limite:
Dentro da primeira zona de Brillouin o vetor de onda k pode variar dentro do intervalo

m/a < k < m/a. Deste modo, analisando o comportamento da relagao de dispersao dada

pela equacao (1.35) no limite da primeira zona de Brillouin temos que:

W — mlcm [(m1 +ma) £ (m1 — ma)). (1.41)

Da mesma forma que no primeiro caso limite, pode-se encontrar uma relagao de
dispersao com sinal negativo e outra com sinal positivo. A relacdo de dispersao com

sinal negativo e positivo é determinada por:

2 _ 20,

w wl = "—. (1.42)

mq ’ me9

Conclui-se que para a relagao de dispersao de uma cadeia diatdémica linear a frequén-
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cia w_ corresponde ao Modo Aciistico de Vibragao e a frequéncia w, corresponde ao
Modo Optico de Vibracdo. Através dos resultados obtidos nos dois casos limites, pode-se
construir o grafico da relagao de dispersao determinada pela expressao (1.35).

Na figura (1.4) é mostrada a curva de dispersao da rede diatomica. Entre os dois
ramos se enconta uma faixa de frequéncia que nao tem solugdo para k real. Esta faixa é

conhecida como band gap [13].

Figura 1.4: Relacao de dispersao para a propagacao de uma onda longitudinal em uma
cadeia diatomica linear, para mj > ms. O ramo inferior é o ramo aciistico e o ramo
superior é chamado de ramo 6ptico.

A a,( K)
Modo Optico

/ S 14\ [EJM

Modo Actistico

e K
Yo 0 a
Fonte:(Ashcroft,1976)

A figura (1.5) ilustra os modos vibracionais transversais de movimento dos &tomos
na cadeia diatomica linear [12; 13]. O movimento de vibracdo dos atomos acontece
numa diregao perpendicular ao vetor de onda k da onda progressiva de fénons. Por este
motivo, os dois modos normais de vibracao sao chamados de transversais, Modo Optico
Transversal (TO) e Modo Acustico Transversal (TA). Além destes modos transversais

de vibragao, existem também os modos longitudinais de vibragao, conhecido como Modo
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Figura 1.5: O movimento vibracional dos 4tomos em uma cadeia diatomica linear. (a)
representa o modo 6ptico transversal (TO), o qual possui a frequéncia w;.. (b) representa
o modo actstico transversal (TA), o qual possui a frequéncia w_.

L ] » -
o ® ® 9 . i | ». K
@ sl -‘e\lf;.-o.l.'q- p 1 llee —
H A ° . ® ,
e 5 o Modo Optico C
(TO)
M -4
o« ® T TR s T [ K
| v ¥ & ] Y ! 'S G S| = —_—
by ® ;| + V¥ vy °e | ."
v ° . ®
Modo Acustico
(TA)

Fonte:(Ashcroft,1976)

Actistico Longitudional (LA) e Modo Optico Longitudional (LO). Nos modos vibracionais
longitudinais, o movimento de vibragao dos d&tomos acontece na mesma direcao do vetor
de onda k da onda progressiva de fonons.

A classificacdo dos modos de vibracdo em ramos acustico e 6ptico pode ser estendido
a um solido tridimensional com base diatomica. Para cada valor de k existem 3p modos
normais de vibragao, onde p é o ntimero de atomos que estao na base ou célula primitiva
do cristal. Sendo que, deste total de modos normais (3p), 3 sdo modos acustico e (3p—3)
ramos opticos [12]. O ntimero de ramos é fungao da quantidade de graus de liberdade dos
atomos. Considerando N células primitivas e p atomos por célula, ou seja, pN atomos
no cristal, e tendo cada atomo trés graus de liberdade, um para cada direcao x, y e z,
obtém-se um total de 3pN graus de liberdade para os atomos do cristal. O ntmero de

ramos para cada grau de liberdade é distribuido da seguinte forma:

N modos atsticos longitudionais

2N modos austico transversais
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(p — 1)N modos 6pticos longitudinais

2(p — 1)N modos 6pticos transversais

1.3 Transporte de energia em Cadeia Harmoénica: Forma-

lismo Hamiltoniano

Considerando uma cadeia harménica unidimensional de N massas, no qual pode-se
e o : - N
escrever o Hamiltoniano classico de uma cadeia harmonica como H = )" | h,(t), onde

a energia hy(t) de massa no sitio (n) é determinada por:

2
nt) = 2 4 2 [Buln i1 — ) + Bna(an — a0 1)) (1.43)

Os termos p, representa o momento e o ¢, é o deslocamento do 4tomo n ao longo da
cadeia com relacao a sua posicao de equilibrio. As equacoes de movimento para p, € ¢,

podem ser obtidas a partir das equagoes de Hamilton determinada abaixo:

OH
Pn(t) = o0, Bn(n+1 — n) = Bn=1(Gn — @n-1);
OH n(t
n(t) = o b m(n). (1.44)

Aqui deve-se considerar 8 = 3, = Bn,_1, que determina a constante de for¢a. A sua
frequéncia maxima de fénons é dado por QQD = 45/m,, [1]. Introduz-se algumas variaveis

adimensionais:
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P, = pn/anD7 Qm = qn,

7= Qpt. (1.45)

Pode-se determinar da equagao (1.43) a evolugao espacial e temporal da energia de

vibracoes da rede, localizada no centro do sitio, que pode ser descrita pela densidade de

hn (t)
mn S22

energia E,,(t) = da seguinte forma:

P’I?’L Q%) 2 2
Em(t) = 7 + ﬁ[(@m—&-l - Qm) + (Qm - Qm—l) ] (146)

Para determinar a diagonalizagao do Hamiltoniano da eq. (1.43) partindo da coor-

denadas normais (Qg,P)) obtem-se:
Qm = ZUm(k)Qka (1'47)
k

P =Y i, (k) Pi; (1.48)
k

onde os autovetores pi,, (k) constituem um sistema de ortonormal completo determinado

da seguinte forma:

2T

1 .
Ve <2N+1

o Hamiltoniano diagonalizado é da seguinte forma H = 33, [PuP; + Q3QxQ}], onde

fim (k) = km),k:QiLili&wiNﬂ (1.49)
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02 = Q% sin®(7k/(N +1)) ¢ a relagdo de dispersdo [18]. A dinamica do sistema das coor-
denadas normais (Qy,, P,,) em termos das condigoes iniciais é determinda por Hamilton-

Heisenberg da seguinte forma:

Qr(t) = Qx(0) cos Qt + Q1 P (0) sin Qpt, (1.50)

Py(t) = P(0) cos Qt — Q7 (0) sin Q. t, (1.51)

onde pode-se definir a evolugao temporal das coordenadas originais partindo da equagao

(1.47 e 1.48) obtem-se as seguintes expressoes
Qm = Z Qn(0 Z (R, (k) cos et + >~ Pa(0) > i (k) i (k)2 sin O, (1.52)
n k

Pro=Y_ Pa(0)> " s (k)ps, (k) cos Qpt = >~ Qn(0) > (k) s, (k) Qe sin Q. (1.53)
n k n

k

A partir dessas equacoes pode-se definir que:
Qum = ZQn SO() + ZP 0)S2) (¢ (1.54)

P, —ZP ZQn (1.55)

onde essa expressao determina a propagacao de energia espacial para qualquer condicao

inicial. Com isso, utilizando as fungoes de Bessel [19] pode-se determinar os valores de
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S%T)L(t), Sr(,g%(t) e Sg,)l(t) da seguinte forma:

N/2
1 .
s — Z o (K)o (k) cos Qpt = N1l Z expli2n(m —n)k/(N + 1)]
k k=—N/2

cos[Qptsin(rk/(N +1))].  (1.56)

No limite para N muito grande, ou seja, N > 1, pode-se transformar a soma da eq.
(1.56) para uma forma intregal e fazendo uma mudanga de variavel ¢ = 7k/(N + 1)

obtém-se

w/2
S — 1/ deexp[2i(m — n)e] cos(Qptsine), (1.57)

mn
T J—r/2

0

utilizando a férmula de Euler " = cosf + isinf na equagdo acima tem-se:

w/2
S — ! / cos(ptsine) cos[2(m — n)e]de
™

—7/2

i /2
+-— / cos(Qptsine)sin[2(m — n)elde, (1.58)

T J—x/2

a segunda integral do lado direito é nula, pois temos o produto entre uma fungao impar

e outra par. Deste modo, obtém-se

S

mn

w/2
= 1/ cos(Qptsine) cos[2(m — n)elde, (1.59)
m/2 Jo

utilizando as propriedades da fungao de Bessel, J,(z) = % J: "

o lcos(zsend) cosnddl, e

fazendo algumas consideragoes na expressao (1.59) temos que:
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SIOt) = Jopn—n|(ry onde T =Qpt. (1.60)

(2)

Analogamente ao caso da expressao anterior pode-se desenvolver para Sy (t) e S,(q?%(t)

por meio das propriedades da funcao de Bessel obetem os seguites valores

5(2) Z,um T Lsin Qpt

= Qi ZJZ\mfn\JrlJrQV(T)? (161)
D v=0
e
dSk.(t)
() (4) = *O gin Ot — o2mnlt)
Smn(t) zk:ﬂm(k)ﬂn ) sin§dpt = dt
2

= @[JQ\m—m—l(T) — Sopm—n|41(7)], (1.62)

reescrevendo a equagao (1.54 e 1.55) por meio dessa expressao temos

9
Qm = Z Qn ']2\m n|(T) + Z P Qb Z J2|m—n|+1+2u(7_)7 (163)
v=0

ZP ) 2jm—ni(+ ZQn J2|m nl-1(7) = ajm—nj1 (7)) (1.64)

Na segao seguintes serao discutidas as especificagoes das condigoes iniciais. Calcu-

lando a evolucao temporal da energia dentro do sistema.
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1.3.1 Excitacao Inicial Tipo Impulso

A evolugao espacial da energia exibe uma dependéncia da natureza da excitagao
inicial localizada. A condi¢ao inicial para uma excitagao do tipo impulso (tipo P) com

uma energia E,,(t) no sitio m para um tempo inicial ¢ = 0 é definido por:

Pm(t) = Pn(sm,na Qm(t) =0. (1'65)

Analisando a equacao (1.63 e 1.64) pela condi¢ao contorno da equagao (1.65) resulta em:

9 &
Qm(t) = Pnsg%(t) = Pn@ Z J2|m|+1+2v(7);
v=0

Pu(t) = PoSY) = Py (7). (1.66)

. . e . ; ot. 4yt :
Considerando que a energia cinética e potencial (ES™: e EN™) no sitio m (partindo da

equagao 1.66) é da seguinte forma:

cin 1
Em t.(t) = §P7%(J2|m|)2a (167)
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2
ERH(t) = %[(Qerl —Qm)* + (Qm — Qm-1)7]

- 2

1

= 1133 (E (Jopmr1]1420(T) — J2|m|+1+2v(7))>
v=0

oo

2
‘i&Pg (Z(J2m+1+2u(7') - J2m1+1+2u(7'))> : (1.68)

v=0

Fazendo uso das propriedades das fungdes de Bessel na energia potencial (equagao (1.68))

pode ser simplificada para

EPoh(t) = iPﬁ[(JmmHl(T))Q + (Jafmj-1(7))°]; (1.69)

onde a energia total (Em = E¢nt + ELY t') no sitio m é da seguinte forma

En(t) = 3 P20 (7)) + 5[ () + (g1 (7)) (1.70)

Portanto, a equacao acima representa a evolugao espacial e temporal da energia na na-
tureza da excitagao inicial localizada. Quando a excita¢do ¢ do tipo impulso (tipo P),
comforme a expressao (1.70), a energia E,,(t) para o m-ésimo sitio é escrita em termo

da funcao de Bessel [1].

1.3.2 Analise dos Momentos da Distribuicao de Energia

Uma das forma de analisar o comportamento da evolugao energética no espago é por
meio dos momentos. O m-ésimo momento da distribuigdo de energia foram estudados
por Datta e Kundu [5]. O momento da distribuigdo de energia é definida da seguinte

forma:
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N
My(t) =Y (n —no)![hn(t)/H]; (1.71)

n=1

onde a quantidade hy(t)/H determina a fragdo de energia concentrada no sitio n no
tempo t (hy,(t)) e o H é a energia total do sistema. Além disso, pode ser interpretado
como um pacote de energia localizada com uma probabilidade de ser encontrado no
sitio n no tempo t. Em ¢t = 0 a energia H ¢é introduzida na cadeia por meio de uma
perturbagao, esta perturbacao pode ser dada ao sistema através de um impulso (tipo P)
ou por meio de um deslocamento (tipo Q). O segundo momento da distribuigao espacial,
M>(t), tem uma semelhanga com o desvio médio quadrético de um pacote eletronico em
cristais ou materiais amorfos [5]. O comportamento da propagacao de energia pode ser
caracterizada pela dependéncia temporal do segundo momento; para uma excitacao tipo
P, em uma cadeia pura, foi mostrado na referéncia [18] que Mas(t) diverge da seguinte

forma

2
(Ma(r) /M) = 3 (5) (1.72)
o segundo momento esté relacionado com a constante de difusao, D, na cadeia por meio

da relagao da referéncia [5; 20| da seguinte forma

D=1 im dMQ(t).
2t—co dt

(1.73)
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1.4 Modos Vibracionais de uma Cadeia Harmoénica com De-

sordem

Os efeitos da desordem no sistema cristalino tem sido objeto de estudo desde o traba-
lho de Anderson [21] sobre a localizac¢ao, em 1958. Dentro do contexto de fisica do estado
solido, o estudo dos modos vibracionais em cadeias harmonicas desordenadas tem sido
objeto de estudo durante varias décadas [5; 22-32|. Em soélidos reais a presenga de de-
feitos induz uma aleatoriedade nos acoplamentos entre as massas ou entre as constantes
de forcas.

A equagao para os modos normais de vibra¢ao em cadeias harmonicas desordenadas
podem ser facilmente demostrados. Considerando uma cadeia de N atomos interagente
por meio de uma forca harmoénica, que obedece a lei de Hook, onde a forga é proporci-
onal a distancia entre os atomos. Desde que as forgas de acoplamentos sao lineares nos
deslocamentos, sendo que a vibragao do sistema é uma superposigao de (N — 1) modos

normais, com uma frequéncia caracteristica w, como temos abraixo:

F = Bon(tm — uy), (1.74)

onde 3, ¢ a constante elastica da forca entre os sitios m e n; w,, e u, representam as
posigoes de dois atomos consecutivos. Neste modelo, a desordem pode ser introduzida
de duas formas: colocando uma distribuicdo de massas aleatorias e constantes de forcas
iguais ou massas iguais e constantes de forcas aleatérias. As equagdes de movimentos
para uma cadeia unidimensional de massas m,,, com n = 1,2,3,...,N, acopladas por forcas

harmoénicas, considerando apenas interacoes entre os primeiros vizinhos, sao dada por:
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d?u,,

M”02

= ﬂn(unJrl - un) + ﬁnfl(unfl - Un); (175)

onde m,, é o valor da massa no n-ésimo sitio. Assumindo uma dependéncia temporal com
uma Unica frequéncia [u, = une(*“"t)], da equagao (1.75) podemos obter uma equagao

estacionaria para os modos vibracionais de uma cadeia harmonica:

(ﬁn—l + /Bn - w2mn)un = ﬁn—lun—l + ﬁnun—i—l- (176)

Com base no formalismo da matriz de transferéncia unidimensional, utilizado por

Matsuda e Ishii [24; 25|, podemos escrever a equacao (1.76) na forma matricial como:

ﬁn71+ﬁn_mnw2 _ﬁnfl u
n
= o o . (1.77)
Up, 1 0 Up—1

Un+1

Matsuda e Ishi mostraram que os modos vibracionais da cadeia harménica com frequéncia
nao nula (w > 0) sao localizados e proximo de w = 0 existem v N estados estendidos, ou

seja, o comprimento de localizagio A dos modos diverge como A o 1/w?.

1.5 A Matriz de Transférencia em uma Dimensao e o Ex-

poente de Lyapunov

A localizacao dos auto-estados de sistemas ordenados e desordenados é calculada com
base no expoente de Lyapunov 7 (ou inverso do comprimento de localizacao ). Para

isto, é necessario conhecer a matriz de transférencia do sistema em estudo. Sendo assim,
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podemos reescrever a equagao (1.76) na forma matricial como:

=T, ; (1.78)

onde T}, é a matriz de transférencia determinada por:

ﬁn—1+ﬁn_mnw2 _ﬁn—l

T, = Bn Pn (1.79)
1 0
u1
Dada uma condigao inicial ¢(0) = , através do produto de todas as matrizes de
o

transferéncia )y, as amplitudes da funcao de onda do N-ésimo sitio sao obtidas por:

Cn = Co.QnN (1.80)

onde QN = TnNTn_1...T7. Sendo assim, o grau de localizacao de cada modo vibracional é
obtido pelo inverso do comprimento de localizagdo A ou expoente de Lyapunov v [26; 29|,

dado por:

[Qne(0)]
|c(0)]

1

=A1t=lim —lo 1.81
gl Jim - log (1.81)
A expressao acima para o expoente de Lyapunov também pode assumir todos os

auto-valores para o produto de matrizes aleatérias nao correlacionadas.

Na figura 1.6 plotamos o grafico do expoente de Lyapunov v em fungao da frequéncia
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Figura 1.6: O expoente Lyapunov 7 (ou inverso do comprimento de localiza¢ao A) em
funcao da frequéncia w. Para uma cadeia harménica com constantes de forgas aleatoria
uniformente distribuidas no intervalo [1,3] e massas iguais, para uma cadeia com N = 10°.

4

Fonte:(Autor, 2011)

w obtido pelo método da matriz de transferéncia para uma cadeia unidimensional. Este
resultado para uma cadeia harmonica com constantes de forgas aleatéria uniformente
distribuidas no intervalo [1,3] e massas iguais, ou seja, m,, = 1. O expoente de Lyapunov é

pequeno na regiao de baixa frequéncia (w — 0) e é finito para a regiao de auto frequéncia.

1.6 Modos Vibracionais de uma Cadeia Harmonica em Po-

tencial Aperiédico

Estabelecidas em 1933 por Horald Bohr [33|, as bases mateméticas de ordem aperio-
dica ha muito tempo vém sendo estudadas e devido as suas propriedades quasi-periddicas,

que ocorrem pela falta de simetria translacional, foram inseridas naturalmente nos do-
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minios da investigacao aplicada. Atualmente, na literatura cientifica, existem diversas
investigagoes tedricas baseadas em sistemas quasi-periddicos unidimensionais, pois eles
podem ser descritos por modelos simples que apontam propriedades relevantes destes
sistemas, como eletronicas e vibracionais |34].

Quando as estruturas aperiodicas e a desordem estao relacionadas, a localizagao dos
modos vibracionais em uma cadeia unidimensional pode ser descrita pelo modelo de
Anderson |21]. Anderson estudou a possibilidade de localizagao eletronica em um semi-
condutor, a partir de um grau de desordem em uma rede unidimensional. Outros estudos
das propriedades de localizacao eletronica em uma dimensao foram utilizados no modelo
tight-binding com potencial pseudo-aleatorio [35; 36]. Neste modelo, foram considerados
o potencial de um sitio V;, = Acos(wa|n|’) com « sendo um ndmero irracional, cuja
fase da modulagao segue uma lei de poténcia em n. Nesse trabalho foram feitos calculos
numéricos, e usando método pertubativo para A < 1 encontraram o comprimento de
localizacao para valores diferentes de v.

No presente trabalho analisaremos os efeitos de aperiodicidade na localizacao dos
estados, através de uma sequéncia de constantes eléstica aperiédicas, onde vamos consi-
derar (3, usando uma func¢ao senoidal cuja fase varia como uma lei de poténcia, ¢ x n¥,

onde n é a posicao do dtomo ao longo da cadeia.

1.7 Termo Nao Linear: Séliton

Diversos fenomenos fisicos podem ser descritos por equagoes ndo lineares. Dentre esses
fendmenos podemos citar como exemplo: soélitons 6ticos em conjuntos de guias de onda
[37], dinAmica de biopolimeros [38] e dinamica nao linear do DNA [39]. Vérios estudos
sobre sistemas nao lineares foram feitos também no contexto da mecénica quéantica, como

nos condensados de Bose-Einstein [40], na fisica de supercondutores de alta temperatura
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critica [41] e em super-redes semicondutoras [42]. Deste modo, a grande diversidade de
sistemas que apresentam comportamento nao linear torna interessante o estudo deste
fendmeno. Por sua vez, uma das manifestagoes interessantes de efeitos nao-lineares (ou
anarmonicos) em vibragoes de cadeias harmonicas longas ¢ a existéncia de sélitons.

A descoberta do soéliton, também conhecido como onda solitaria, é atribuida a John
Scott Russel [43; 44]. Em 1834 John Scott Russel observando o movimento de um
barco que estava sendo rapidamente puxado por dois cavalos, ao longo de um estreito
canal, verificou que quando o mesmo foi subitamente freado, surgiu uma grande onda
solitaria com uma forma bem definida. Seguindo a onda formada, ele observou que a
mesma continuou seu curso ao longo do canal sem mudar a sua forma e sem diminuir
sua velocidade por um longo trecho. Depois desta observacao, Russel realizou varias
experiéncias em laboratorio. Analisando colisoes entre duas ondas solitarias, ele verificou
que elas mantinham suas caracteristicas. As ondas solitarias foram consideradas como
uma curiosidade até 1960, quando os cientistas comecaram a utilizar os computadores
para estudar a propagacao de ondas em meio nao-linear.

As descobertas de solu¢bes matematicas comecaram com a analise de equacoes dife-
renciais parciais nao-lineares. Korteweg e de Vries [45; 46|, em 1895 derivaram a equagao
de onda que estabeleceu a base matemaética para o estudo de varios fendmenos de ondas

solitarias. Tal equacgao tem a seguinte forma:

U + 6uty + Ugpr = 0, (1.82)

onde os subscritos t e x representam as diferenciagoes parciais em relacao as variéveis t
e x, respectivamente. Esta equagao é conhecida como a equagao nao-linear KdV, a qual
¢ integravel e sua evolugao temporal nao ¢ linear [47].

Os primeiros a desempenharem um papel importante na histéria da simulagao com-
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putacional foram Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Eles procuram analisar os processos de ter-
malizagao de um soélido [4]. Este trabalho, publicado em um classificado do relatério do
Los Alamos National Laboratory no ano de 1955, foi concluido pouco antes da morte de
Enrico Fermi, em 1954 [48]. Através da simulagdo de uma cadeia de particulas de massa
unitaria, ligadas por um potencial de interagao quadratica, além de uma uma interagao
fraca nao linear, Fermi, Pasta e Ulam decidiram estudar como ocorre a evolugao para o
equilibrio térmico de um cristal.

No modelo utilizado por FPU, foi considerada uma cadeia unidimensional, fixa nas
extremidades, de 64 massas idénticas com forcas agindo entre os vizinhos mais proximos,

sendo que o Hamiltoniano do sistema é descrito por:

N
1 1 «
= Z [21’12 + §(xi+1 — ) + §($i+1 L OME (1.83)
=0

onde x; é o deslocamento do i-ésimo ponto da posicao de equilibrio e p; é 0 momento. O
altimo termo é gerado pela contribuicao nao linear para o potencial e leva ao acoplamento
entre os modos.

A partir das equagdes de Hamilton sao obtidas as seguites equagoes de movimento:

B = (1 + 21 — 23) + (g — ) — (2 — 2-1)?] (i =1,2,..,64); (1.84)

ou

@ = (Tip1 + im1 — 233) + Bl(vip1 — 20)® — (21 — 3i-1)°)] (i =1,2,..,64); (1.85)

onde « (coeficiente do termo quadratico) e 3 (coeficiente do termo ctibico) sao escolhidos
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Figura 1.7: A figura mostra a evolucao temporal da quantidade de energia cinética e
potencial em cada um dos quatros primeiros modos.

Fonte:(Neweel, 1985)

de modo que o deslocamento maximo do termo nao linear seja pequeno.

A figura (1.7) mostra o comportamento da energia em véarios modos em fungao do
tempo (entre os 4 primeiros modos). Considerando um termo nao-linear na energia
potencial, FPU esperavam que a energia introduzida em um tnico modo fosse lentamente
distribuida para os outros modos, até que fosse atingida a equiparticao de energia. No
entanto, apos um periodo de recorréncia, em que os 3 primeiros modos menores trocam
energia entre si de forma regular, o estado inicial foi praticamente recuperado, onde quase
toda a energia (a menos de 3 porcento) estava de volta para o modo de menor frequéncia,
0 que caracterizava um sistema quase periddico.

A solugao para a recorréncia de FPU, em termos da dindmica dos solitons, foi encon-
trada por Zabusky e Kruskal [46], os quais utilizaram o entao chamado limite continuo.

Utilizando a equagdo do movimento de FPU (1.84), derivada do Hamiltoniano (1.83), e
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considerando os modos com grandes comprimentos de onda obtiveram a equagao KdV
(1.82) com derivadas espaciais e temporais apropriadamente escalonadas. Deste modo,
chegaram a conclusdo de que em um sistema com uma for¢a quadratica e uma onda
senoidal como a posicao inicial da cadeia, o estado senoidal inicial desenvolve frentes
acentuadas e depois se divide em uma série de pulsos, os quais sdo os solitons. Do
mesmo modo que a recorréncia de FPU é observada, esses pulsos preservam suas formas
e velocidades durante o movimento em um sistema finito com condigoes de contorno
periodicas, e em determinados intervalos eles voltam as posigoes que possuiam antes,
restaurando assim a condicao inicial.

Podemos enfatizar que a descoberta resultante destes estudos nao apenas deram ori-
gem ao conceito de soélitons, como também introduziu o conceito de experimento numé-
rico e consequentemente o uso da simulagdo computacional na investigagao de fendmenos
fisicos.

Outro método utilizado para a resolucao de equagoes nao lineares foi desenvolvido
em 1967 por Morihazu Toda [49], quem introduziu uma fungao exponencial como uma
solucao analitica para as equagoes de movimento de uma rede unidimensional.

A partir da obtencao das solugoes das equagoes diferenciais parciais nao-lineares,
concluiu-se que soéliton é causado pelo cancelamento dos efeitos nao-lineares e dispersivos
no meio, o qual passou a ser definido como uma onda de forma permamente e localizada,
a qual pode interagir fortemente com outros solitons e manter a sua forma. Em outras
palavras, um soéliton é um pacote de onda (um pulso), que mantém sua forma enquanto

a sua velocidade ¢ mantida constante [50].

Instituto de Fisica - UFAL



Capitulo 2

Aspectos da Dinamica Vibracional

2.1 Introducao

O estudo de vibragoes atémicas sao de importancia fundamental para a anélise de
propriedades termodindmicas, eldsticas, Opticas e elétricas de soélidos cristalinos. Nos
altimos anos apareceram varias aplicagoes de técnicas novas, tanto tedricas quanto ex-
perimentais, ao estudo da dindmica de redes atémicas.

O fenoémeno da localizacao é uma transigao de fase de segunda ordem entre os auto
estados que sdo espacialmente localizados e os que sao deslocalizados ou estendidos [51].
Para o problema vibracional de uma cadeia harmoénica, devido & invariancia translacional,
os auto-estados sao estado simples de Bloch [52], sendo portanto estendidos. Contudo,
grande parte dos sélidos nao possuem invaridncia translacional, podendo ser descritos
por sequéncias quasi-periddicas. Por conseguinte, neste capitulo, analisaremos os efei-
tos da aperiodicidade em uma cadeia harménica unidimensional, através da analise da
competicao entre a auséncia de periodicidade e a presenga de potenciais nao harmonicos.

Os céalculos apresentados nas se¢oes subsequentes foram feitos utilizando o formalismo

da matriz de transferéncia, diagonalizacao exata e a solucao numeérica da equacao de
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movimento de Hamilton. Também, foram realizados os calculos do expoente de Lyapunov
(v = 1/)\) e o namero de participagao &(w) dos autovetores na faixa de frequéncias

permitidas.

2.2 Cadeia Harmonica com Potencial Aperiédico

Dentre os diversos modelos que representam sistemas desordenados, consideramos o
modelo no qual o efeito de desordem é introduzido através de um potencial aperioédico.
Considerando uma cadeia harménica unidimensional com N massas, o Hamiltoniano

classico pode ser escrito como:

H =Y hn(t), (2.1)

onde a energia hy,(t) é a por¢ao de energia total sobre a massa m,, do sitio n. A energia
hn(t) é a energia potencial das molas que estao acopladas na massa m,, mais a energia

cinética desta massa. Deste modo, h,(t) é dada por:

i) = 2 4 118 (gt — gu)? g — 1) 2.2
n —2mn 1 n\dn+1 Qn) +ﬁn*1(Qn qn )] ()

Temos que p, e g, sao definidos respectivamente como o momento e o deslocamento da
massa no n-ésimo sitio, assim como todas as massas sao idénticas e unitarias, isto é,
m,, = 1. Neste caso, a constante de forca elatica 3,, ¢ uma funcao senoidal cuja fase varia
como a lei de poténcia, ¢ x n”, de modo que seguindo uma lei deterministica ¢ dada da

seguinte forma:
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Figura 2.1: A razao participagao rescalada pelo tamanho da cadeia ({/N) versus w para
v < 1 e para uma cadeia com N = 10%.

Tl

oo

oo
1

¢/N

Fonte:(Autor, 2011)

Bn = Bo + Acos(an?), (2.3)

onde « é um nimero arbitrario racional, A e v sao parametros ajustaveis e n as posicoes
ao longo da cadeia. Em nosso calculo vamos considerar fy = 2, A =1 e a = 0.1, sendo
que [y > A para evitar valores negativos e nulos na distribui¢ao das constantes elastica do
meio. Em um estudo semelhante, realizado em cadeias harmonicas unidimensionais [53],
onde o efeito da aperiodicidade foi abordado considerando uma distribui¢ao de massa
aperiddica e pseudoaleatoria como uma funcao senoidal, analisando os auto-estados dos
modos vibracionais, observou-se que devido ao efeito da aperiodicidade na distribuicao
de massa, para baixas frequéncias podem exitir estados estendidos para os modos vibra-

cionais. A medida de localizacdo da fun¢@o de onda em um meio aleatério pode ser

Instituto de Fisica - UFAL



2.2. Cadeia Harmonica com Potencial Aperidédico 47

Figura 2.2: A razao participagao rescalada pelo tamanho da cadeia ({/N) versus w para
v > 1, para uma cadeia com N = 10%.

0.8 : | : : .

< <

0.6

¢/N

Fonte:(Autor, 2011)

fisicamente caracterizada por diversos parametros [54|. A natureza dos modos vibracio-
nais pode ser investigada por meio do céculo da funcao razao participacao, £. As figuras
(2.1,2.2) mostram a razao participagao rescalada £ /N versus w, com uma distribui¢ao da
constante de forca elastica aperidédica. Desta forma, a razao participagdao é determinada

por [54; 55]:

N
2o altn]®

* :
2 n—1lunl?

§(w) = (2.4)

onde os deslocamentos u,, sdo aqueles associados as autofrequéncias w de uma cadeia de
N massas, obtidos pelo formalismo numérico de diagonalizacao direta NX N da matriz
secular A definida por Ay, = (Bn + Bn-1), Annt1 = Antin = Bn € todos os outros
Apm =0 [53; 56; 57].
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Para compreender o grau de localizagao da fungao participacao, vamos considerar uma
cadeia pura onde todos os autoestados sao estendidos com wu,, constantes. Sendo que o
numerador da equagao (2.4) é igual a 1 para manter a normalizagao dos autoestados, ou

seja, |u,| = \;—N Substituindo na expressao da participagado obtém-se

1
w)=— = N. 2.5
) YN 29

A funcao razao participagao £ representa o nimero de massas que participam de um
modo vibracional de frequéncia w. Sendo que as amplitudes u, da fungao de onda sao
diferentes de zero. Desta forma, calculamos a taxa de participagdo média definida por
(&) = Nif sz})g (w), onde Ny é o numero de modos aciisticos no intervalo [0.5,1.5],
representado na figura (2.3). No entanto, (£)/N nao depende de N para os modos esten-
didos e vai até zero para os modos localizados.

Na figura (2.1,2.2) sdao mostrados os dados relativos da fungao participagao escalada
parav < 1, v > 1 e N = 1X10* Os dados na baixa frequéncia confirmam o carater
estendido para os modos vibracionais. No caso em que v > 1 (fig. 2.2), apenas para
w = 0 o namero da participacao escalada é proporcional ao tamanho do sistema. Na
frequéncia critica w. = 2 observa-se a transicao dos modos vibracionais estendidos para
os localizados, independentemente do expoente v. Na figura (2.3), analisando a escala
média de participacao (€) /N versus o nimero de massas N para v = 0.5 até v = 3.0, pode
ser notado que para os calculos numéricos com v < 1.0 obtemos os estados estendidos e
com v > 1.0 os estados localizados.

Outra medida utilizada para determinar a localizacao dos auto-estados é dada pelo
comprimento de localizagao A, o qual descreve o comportamento assintético da fungao de
onda [54]. Deste modo, para grandes ditancias a fungao de onda apresenta um decaimento

exponencial dado por:
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Figura 2.3: A participagao média rescalada (£)/N versus o nimero de massas N, para v
variando de [0.5,3.0], para uma cadeia com N = 10%. Como pode ser notado, obtivemos
estados estendidos para v < 1.0 e estados localizados para v > 1.
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Fonte:(Autor, 2011)

pi(r) = fr)exp(=r/A); (2.6)

onde f(r) ¢ uma fungdo que varia aleatoriamente. No caso dos estados estendidos,
A — o0o. Exitem varios métodos para calcular A, dentre os quais temos o grupo de
renormalizacao e a matriz de transférencia. No entanto, esta quantidade nao é muito
usual na pratica, visto que sua aplicacao requer o calculo de auto-estados tnicos.

Os expoentes de Lyapunov (ou inverso do comprimento de localizagao A\) dos au-

tovetores foram calculados usando a técnica de matriz transferéncia para uma cadeia
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Figura 2.4: O expoente Lyapunov v em funcao da frequéncia w para v = 0.5 e 3.0, para
uma cadeia com N = 10%. Para v = 3.0 o expoente Lyapunov desaparece na regiao de
baixa frequéncia (w — 0). Para v = 0.5, o expoente de Lyapunov ¢ aproximadamente
1/N, com w < w, ~ 2.

Fonte:(Autor, 2011)

unidimensional. Contudo, os autovetores e auto frequéncias foram obtidos por diagona-
lizagao direta NX N da matriz secular A com N até 32000. Na figura (2.4) plotamos o
grafico do expoente de Lyapunov v em funcao da frequéncia w para v = 0.5, v = 3.0
en = 0. Para v = 3.0, o expoente de Lyapunov desaparece perto da regiao de baixa
frequéncia (w — 0) e é finito para a regiao de auto frequéncia em sistemas harmonicos
nao periodicos de baixa dimensionalidade. Para v = 0.5, o expoente de Lyapunov é apro-
ximadamente 1/N para w < w, =~ 2. Além disso, os calculos indicam que na auséncia do

termo anarmoénico esta rede aperiédica pode apresentar modos de vibragoes estendidos.

2.3 Dinamica Energética no Limite Harmonico
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Considerando uma cadeia harmoénica unidimensional de N massa, no qual podemos
escrever o Hamiltoniano classico como H = 25:1 hn(t) (equagao (2.2)), onde as equagoes
de movimento para p,, e ¢, podem ser obtidas a partir das equagoes de Hamilton (onde

todas as massas sao idénticas, isto é m,, = 1) determinada abaixo:

Pn(t) = —Sf = Bn(@nt1 — n) — Brn-1(qn — @n—1);
OH
Qn(t) = 87]771 - pn(t)‘ (27)

Considerando uma excitacao inicial no sitio ng em ¢t = 0, resolvemos as equagoes
diferenciais de Hamilton por meio do método de Runge-Kutta de quarta ordem com
passo de tempo dt ~ 1073, para encontrar p, () e ¢,(t). Numa cadeia harmonica para um
impulso inicial de excitagao a energia se espalha mais rapido do que para o deslocamento
inicial de excitagao, de tal forma que o comportamento depende das condigoes iniciais
[1; 5; 53]. Nesse contexto fizemos uso de métodos ntimericos computacionais para calcular
a fracdo de energia f,, = hy,(t)/H no sitio n. Ao considerar um pacote de energia uniforme
se propagando em uma cadeia harmonica pura com N massas, temos que f, ~ 1/N.

Portanto, podemos definir a quantidade de tempo da seguinte forma:

B 1
N

Para um pacote de energia uniforme se propagando neste modelo temos que 227:1 2=

§(t)

(2.8)

(1/N?) ZnN(l) = (1/N), ou seja, numa cadeia harménica com N massas, £ < N. Por-
tanto, concluimos que {(t) o ¢ para o transporte de energia em uma cadeia harménica
periodica [53; 56]. A fungdo de medidas £(t) é o nimero de massas que participam do
transporte de energia, ou seja, esta funcao é semelhante a ntimero de participacao de

elétrons [57]. Consequentemente, calculamos a transformada de Fourier do deslocamento
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Figura 2.5: A funcao participacao £(t) versus o tempo em uma rede harmoénica aperiodica
com v = 0.5 (linha solida) e v = 3.0 (pontilhada), para uma cadeia com N = 10*. Para
v menor que 1 ha uma propagacio de energia balistica £(t) o t2. Para v > 1 exite um
transporte de energia localizada.

10

& (1)

10
10° 10" 10° 10°

Fonte:(Autor, 2011)

da massa na posicao nf (A(w) = gnr(w)), onde definimos no nosso célculo nf ~ 0.9N.
Do mesmo modo, podemos obter a fragao de energia do movimento da massa nf (f,r(w)
ou p, f(w)). Na figura (2.5) plotamos o grafico em relagao da funcao participagao £(t) em
funcao do tempo de uma rede harmonica aperiodica com v = 0.5 (linha solida) e v = 3.0
(pontilhada). Determinamos a excitagao inicial do tipo impulso (tipo P) no sistema para
Pn = Onne com ng = N/2 no meio da cadeia e ¢, = 0. Para v menor que 1, a fungao
participagao é diretamente proporcional a ¢ (onde é observada uma propagacao balistica
da energia) e o segundo momento M, ~ t2. No entanto, quando o grau de aperiodicidade
é superior a 1, v > 1, existe uma localizagao transporte de energia. Na figura (2.6)
coletamos os dados da intensidade espectral dos deslocamentos das massas na posicao

nf =09N (A(w) = g¢nf(w)) em funcao da frequéncia w para v = 0.5, v = 3.0 e n = 0,
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2.4. Limite Anarmonico 53

Figura 2.6: A intensidade espectral do deslocamento das nf massas f(A(w) = gnr(w))
em funcao da frequéncia w para v = 0.5, v = 3.0 e n = 0, para uma cadeia com N = 10%.
Onde definimos no nosso calculo nf = 0.9N.
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Fonte:(Autor, 2011)

para uma cadeia com N = 10%. Para v = 0.5 todos os modos de vibracdo com w > w,.
existe um decaimento, e o meio se comporta como um filtro para transmitir os modos
de baixa frequéncia w, ~ 2. Para v = 3.0, apenas os modos proximos a regiao de baixa
frequéncia (w — 0) se propagam ao longo da cadeia, demostrando assim, que estao de

acordo com o carater pseudo aleatorio da cadeia.

2.4 Limite Anarmonico

A partir da distribuigdo da energia de excitagdo nos modos vibracionais em uma
rede anarmonica aperiodica, é possivel encontrar pontos com localizagdo de Anderson

e solugoes do tipo soliton. Considerando que a existéncia de solitons é decorrente de
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Figura 2.7: h,(t) versus a t e n para uma cadeia aperiddica anarmonica com p = 0.5
en =10 e 20, para uma cadeia com N = 103. A excitacdio inicial foi P, = On,ng COM
no = N/2 e Qu = 0. Nossos resultados mostraram que a excitagao inicial é dividida em
dois sdlitons estdveis que se propagam ao longo da cadeia.

Fonte:(Autor, 2011)

fendmenos nao-lineares, para uma cadeia unidimensional de N massas, podemos escrever
. . .. N .
o Hamiltoniano classico H = ) ", hy(t) acoplado com o termo anarmoénico, onde a

energia hy,(t) de massa no site (n) agora é determinada da seguinte forma:

2
Pn 1
hn(t) = om, + Z[ﬂn(Qn—&-l - Qn)2 + ﬂn—l(Qn —Q4n — 1)2] +

[(@nt1 = gn)* + (g0 — gn-1)"). (2.9)

o3

O termo p, representa o momento e o ¢, é o deslocamento do atomo n ao longo da
cadeia com relagao a sua posi¢ao de equilibrio e o 1 é o termo anarménico. A figura
2.7 mostra a evolugdo espacial e temporal da energia h,(t) numa cadeia anarmonica
aperiodica ap6s uma excitagao inicial do tipo “P”. Foi considerado v = 0.5 e n = 10 e 20
usando inicialmente uma excitagao inicial no sitio ng = N/2. Desta maneira, podemos

observar que ha uma divisao da excitacao inicial em dois modos do tipo séliton que
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Figura 2.8: O comportamento da distancia ds entre os solitons, onde exibe uma dindmica
balistica, ds o t, numa cadeia aperidédico anarménico feito para a mesma cadeia da figura
2.7, para uma cadeia com N = 103.

10 T T

10 10 10

Fonte:(Autor, 2011)

se propagam ao longo da cadeia. De acordo com os resultados obtidos, a dinamica de
energia encontrada para essa cadeia aperiédica aponta para a existéncia de solugoes de
solitons estaveis. Além disso, calculamos numericamente a distancia ds entre os sélitons
(figura 2.8). Os céculos foram feitos para a mesma cadeia da figura 2.7. No entanto,
os resultados indicam que os sélitons exitem uma dindmica balistica com dg o t para
v=0.5en=10e 20.

A distribuig@o de energia na parte localizada pode ser definida por meio da excitagao
inicial sobre os modos localizados na origem. Uma cadeia harménica desordenada com
potencial pseudo-aleatério e termo anarmoénico, pode ser verificado na figura 2.9, onde
foi calculado o valor da energia H no sitio n(h,(t)) para uma cadeia pseudo-aleatoria
anarmonica com v = 3.0 e n = 10 e 20. A excita¢do inicial foi do tipo P com ny = N/2

no meio da cadeia. Sendo assim, é evidente na figura 2.9 que apds a excitagao, em
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Figura 2.9: h,(t) versus a t e n para uma cadeia pseudo-aleatdria anarmonica com
v=23.0en=10 e 20, para uma cadeia com N = 10>. A excitacio inicial foi do tipo P
com ng = N/2. Nessa figura observa-se tanto a localizagao de Anderson, como a solugdo
do tipo sdliton (para tempos curtos).

Fonte:(Autor, 2011)

um pequeno periodo de tempo, a densidade de energia ¢ dividida em dois sélitons de
tempo curto e uma fracao finita do pulso de energia inicial permanece presa no sitio
inicial, ng = N/2. Observamos que os modos de sdliton, que sdo exibidos para os
tempos iniciais nao sao estéveis e desaparecem no tempo. O termo de anarmonicidade
reduz a intensidade de energia presa no local inicial (fig.2.9 b). Estes resultados para
v > 1 estao de acordo com os obtidos para a cadeia anarmoénica desordenada da ref.
[1]. Nossos resultados indicam que sistemas aperioédico nao lineares podem apresentar
comportamento fisico qualitativo de sistemas puros e também desordenados dependendo
do grau de aperiodicidade (controlado neste modelo pelo expoente v). A estabilidade dos
solitons obtidos para o caso v < 1 foi estudada através da monitoragao da quantidade
de energia contida dentro do soéliton e também das propriedades de colisao dos mesmos.
Na figura 2.10 plotamos h,(t) versus a ¢t e n para uma cadeia aperiddica anarménica

com i = 0.5 en =10 e 20. Neste experimento numeérico a energia inicial foi introduzida
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Figura 2.10: h,(t) versus a t e n para uma cadeia aperiddica anarmoénica com p = 0.5
en = 10 e 20, para uma cadeia com N = 103. A energia inicial foi introduzida no
sistema alravés de duas excitagoes tipo impulso :Pyjy = 1 € Py = 1. Desta forma
podemos visualizar a colisGo do sélitons formados em torno de N/4 e 3N/4. A colisdo
nao modifica a estrutura da onda solitonica.

Fonte:(Autor, 2011)

no sistema através de duas excitagoes tipo impulso :Pyjy = 1 e P3yy = 1. Deste
forma observamos a formacgao de solitons em torno das posigoes N/4 e 3N/4. A colisdo
dos solitons em torno da posigao central da cadeia ndao modifica a estrutura da onda

solitonica.
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Conclusao

No presente trabalho foram estudados os modos vibracionais em cadeias harmoénicas
e anarmonicas aperiddicas. Utilizando métodos numéricos na solucao das equagoes de
Hamilton, o formalismo da matriz de transferéncia e a diagonalizacao exata, foi calcu-
lada a funcao de participacao e o expoente de Lyapunov ou inverso do comprimento de
localizacao. Esses métodos possibilitaram estudar sistemas nao peridédicos com poten-
ciais aperiodicos e anarmonicos. Os efeitos da aperiodicidade numa cadeia harmonica
unidimensonal foram introduzidos por meio de uma fungao senoidal cuja fase varia como
uma lei de poténcia, ¢ x n¥. O qué possibilitou simular as distribui¢oes das constantes
elasticas aperiddicas e pseudo-aleatorias. Contudo, foi analisada a razao participagao res-
calada £ /N versus a frequéncia w, com uma distribuigao de constante eléastica aperiodica
parar < 1 ewv > 1. Sendo assim, para baixas frequéncia obtivemos os modos vibracionais
estendidos. Observou-se também, que transicao dos modos vibracionais estendidos para
os localizados ocorreram para a frequéncia critica w. = 2. No entanto, a média da razao
participagao (£)/N nao depende de N para os modos estendidos e vai até a zero para os
modos localizados.

Em outra parte do estudo foram analisados a influéncia da excitacdo em uma cadeia
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harmonica unidimensional, assim como as propriedades de localizacao dos modos. Neste
contexto foram produzidos calculos numéricos da evolugao temporal das solugoes da equa-
¢ao de movimento de Hamilton, onde verificou-se a localizagdo dos modos vibracionais
em uma cadeia unidimensional aperidédica. Deste modo, por meio de métodos numéricos
de Runge-Kutta foi calculada a propagacao de energia em uma cadeia unidimensional
infinita. Sendo assim, foi realizada uma excitagao inicial, na forma de um impulso tipo
P no meio da cadeia, com ng = N/2. Nosso modelo apresenta um transporte balistico no
regime v < 1, o qual esté associado com a fase de modos vibracionais. Portanto a fungao
participagao é diretamente proporcional a t, £(t) oc t, e o segundo momento My ~ t2 na
auséncia do termo anarmoénico n = 0. Para v > 1 existe uma localiza¢ao no transporte
de energia.

Para o caso em que o termo anarmonico é considerado. A evolugao espacial e temporal
da energia hy,(t), na cadeia unidimensional aperiodica, foi calculada para o caso de 3, e
1 constantes, com v = 0.5 e n = 10 e 20. O resultado mostrou a divisao da excitagao
inicial em dois modos do tipo séliton que se propaga ao longo da cadeia. Por conseguinte,
numa cadeia anarmonica com um potencial pseudo-aleatério com v = 3.0 e n = 10 e 20,
a densidade de energia apés a excitagao, se dividiu em dois sélitons de tempo curto
e uma localizacdo de Anderson, em torno do local de excitacao, mostrando que estes
resultados estdo de acordo com os obtidos (ja existentes na literatura) para uma cadeia
anarmonica. Entretanto precisamos salientar que além do expoente v o parametro «
desempenha um papel importante na topologia do sistema em questao. Portanto uma
de nossas perspectivas consiste de investigar o papel deste parametro na propagacao de

energia nestes sistemas.
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